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Контрольная работа  Задание 1. Задана функция ( , )z f x y . Найти: а) частные производные первого и второго порядка функции z ; б) градиент функции z  в точке 0 0 0( ; )M x y ; в) вычислить производную функции z  в точке 0M  в направлении век-тора a ; г) исследовать на экстремум функцию z . 
1.1 2 2 3 6z x xy y x     ; 0 (1; 2)M ; (3;4)a  . 
1.2 3 2 2 22 5z x xy x y    ; 0 (1; 1)M  ; ( 3;4)a   . 
1.3 2 2 6 9z x xy y x y     ; 0 (2;3)M ; ( 4; 3)a   . 
1.4 2 2 3 6z x xy y x      ; 0 (2; 2)M  ; ( 4; 3)a    . 
1.5 2 2 6 9z x xy y x y     ; 0 ( 1; 2)M  ; ( 6; 8)a   . 
1.6 2 2 6 9z x xy y x y     ; 0 (3; 2)M  ; ( 8;6)a   . 
1.7 2 2 6 9z x xy y x y     ; 0 ( 2;2)M  ; ( 4;3)a   . 
1.8 2 24 2 1z x xy y y     ; 0 ( 1; 1)M   ; ( 6; 8)a   . 
1.9 2 26 9 9 4 4 3z xy x y x y      ; 0 ( 1; 1)M   ; (12;5)a  . 
1.10 3 22 2 2z x y xy    ; 0 ( 1; 1)M   ; ( 6; 8)a   . 
1.11 2 24 2 1z y xy x x     ; 0 ( 2;2)M  ; (12;5)a  . 
1.12 2 2 4 2z x xy y x     ; 0 (1; 4)M  ; ( 5;12)a   . 
1.13 3 26 4z x xy y    ; 0 (2; 2)M  ; ( 6;8)a   . 
1.14 3 23 15 12 5z y yx y x     ; 0 ( 1; 1)M   ; (12;5)a  . 
1.15 3 23 15 12 5z y yx y x     ; 0 (3; 2)M  ; (8; 6)a   . 
1.16 2 3 23 3 4z x x y y    ; 0 (2; 4)M ; (8;15)a  . 
1.17 2 22 4 6z x x y y     ; 0 (4; 1)M  ; ( 6;8)a   . 
1.18 2 26 4 2z x x y y     ; 0 (2; 1)M  ; ( 8;15)a   . 
1.19 2 21 15 2 2z x x xy y     ; 0 (2;3)M ; ( 8; 15)a    . 
1.20 2 2 4 5 3z x xy y x y      ; 0 (2; 3)M  ; ( 15;8)a   . 
1.21 2 22 3 2 10z xy x y    ; 0 ( 2; 3)M   ; ( 8; 6)a    . 
1.22 2 2 3 2 2z x xy y x y      ; 0 ( 1; 1)M   ; ( 15; 8)a    . 
1.23 2 22 4 10z x xy y    ; 0 ( 2; 2)M   ; ( 3; 4)a    . 










1.25 2 3 23 3 4z y y x x    ; 0 (2;3)M ; ( 3; 4)a    . 
1.26 2 2 4 5 3z x xy y x y      ; 0 (3; 2)M  ; ( 12;5)a   . 
1.27 3 26 5z y xy x    ; 0 (1; 3)M  ; ( 8;6)a   . 
1.28 3 23 15 12z x xy x y    ; 0 (1; 1)M  ; ( 6;8)a   . 
1.29 2 2 3 6 1z x y xy y x      ; 0 (1; 2)M  ; ( 4; 3)a    . 
1.30 2 2 3 6 1z x y xy y x      ; 0 (2;1)M ; (8;15)a  .  Задание 2. При изучении функциональной зависимости  y f x  произведен ряд измерений величины Х и получены соответствующие значения величины У. Результаты измерений занесены в таблицу: 
X 1 2 3 4 5 6 7 Y y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 










 X 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 2.21 Y 6,2 5,8 6,2 6,3 7,8 8,2 9,5 8,5 2.22 Y 9,7 11,8 11,7 12,3 12,9 15,3 16,1 16,2 2.23 Y 5,6 5,4 7,4 8,1 9,7 12,4 14,7 13,6 2.24 Y 19,6 23,5 23,3 24,2 24,6 29,5 31,2 29,8 2.25 Y 24,8 27,6 29,9 31,1 31,3 37,2 39,3 41,3 2.26 Y 11,3 14,1 16,6 18,6 20,3 25,7 29,1 31,4 2.27 Y 9,8 12,7 17,4 19,3 21,6 28,2 30,2 33,2 2.28 Y 26,9 31,5 37,3 38,1 42,2 47,3 50,9 54,2 2.29 Y 32,5 35,8 40,8 43,1 45,7 53,4 60,5 61,2 2.30 Y 26,2 30,4 37,3 38,9 43,7 52,8 56,5 59,3  Задание 3. Найти неопределенные интегралы (результаты прове-рить дифференцированием).  
3.01 а) 26 x x dxx ; б) 2(2 1)(2 1) 3x dxx   ; в)  3 e xx dx . 
3.02 а) 58 2x x dxx
 ; б) 221cos tgxe dxx ; в)   22 1 e xx dx . 
3.03 а) 2 3x xdxx ; б) ln(2 3) 32 3x dxx  ; в)  4 2 sin2x x dx . 
3.04 а) 33 2x x dxx ; б) 3cossin x dxx ; в) sin cosx x x dx . 
3.05 а) 3 32x xdxx ; б) 22 arcsin1 x dxx  ; в) 2 lnx x dx . 
3.06 а) 3 45x x dxx ; б) 3ln ( 1) 11x dxx   ; в)  1 cos3x x dx . 
3.07 а) 3 43 x x dxx ; б) 23 5xxe dx ; в) 2e xx dx . 
3.08 а) 3 52x x dxx
 ; б) sin 2 cosxe xdx  ; в)   31 2 e xx dx . 
3.09 а) 2 33x x dxx
 ; б) ln(3 5)(3 5)x dxx  ; в)   34 1 e xx dx . 
3.10 а) 2 5x dxx x
 ; б) 21 3xxe dx ; в)  2 cos 2xx dx . 
3.11 а) 3 10 5 6x x dxx










3.12 а) 7 8 35x x dxx ; б) 221 arcsin1 x dxx  ; в) (2 )e xx dx . 
3.13 а) 34 73x x dxx
 ; б) 25 ln ( 2)2x dxx  ; в)  2 3 sin2x x dx . 
3.14 а) 5 17 23x x dxx
 ; б) 5 ln(4 1)4 1x dxx  ; в)   22 3 e xx dx . 
3.15 а) 34x x dxx ; б) 33 ln ( 2)2x dxx  ; в)   33 4 e xx dx . 
3.16 а) 5 9 32x x dxx
 ; б) 25 2 1costg x dxx ; в)  2 lnx x dx . 
3.17 а) 3 837 x dxx
 ; б) 23 5xxe dx ; в)  5 sin4x x dx . 
3.18 а) 235x x dxx
 ; б) 34 2 2xe x dx  ; в)  3 1 cos4x x dx . 
3.19 а) 5 5x dxx ; б) 54 15 ( 1)xx e dx  ; в)   33 4 e xx dx . 
3.20 а) 3 2x x dxx
 ; б) 2 2arcsin 21 4 xdxx ; в)  3 cosx x dx . 
3.21 а) 2 32x x dxx ; б) 3 2x xe dxe ; в)  3 sin4x x dx . 
3.22 а) 5372
x x dxx
 ; б) 222 1arctg x dxx  ; в) 2exx dx . 
3.23 а) 5 3x xdxx ; б) 25 7x x dx  ; в) 2 1e xx dx . 
3.24 а) 3 26x x dxx
 ; б) 3 2ln 5x dxx  ; в)   25 e xx dx . 
3.25 а) 2 47x xdxx ; б) cos35 3sin3xdxx ; в)  4 cos5x x dx . 
3.26 а) 3 75x x dxx
 ; б) 2sin1 cosxdxx ; в)  1 5 sin2x x dx . 
3.27 а) 5 25x x dxx
 ; б) 25 3sin 3ctg x dxx ; в)  7 2 cos 4xx dx . 
3.28 а) 3 2 4x x dxx










3.29 а) 3 3x x dxx
 ; б) 7 2sincosxdxx ; в)   32 e xx dx . 
3.30 а) 5x x dxx
 ; б) 2(3 2 )costgx dxx ; в)    1 cos 1x x dx  .  































5x dxx . 4.11 125 4x dxx . 4.12 
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Задание 5. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной ли-ниями 2y ax bx c    и y kx d  . Выполнить рисунок. Значения коэф-фициентов даны в таблице:   a b c k d   a b c k d 5.01 1 4 2 1 6  5.02 1 4 5 2 8 5.03 1 4 8 3 10  5.04 1 6 1 4 4 5.05 1 6 4 5 6  5.06 1 8 7 6 10 5.07 1 8 0 7 2  5.08 1 2 3 8 -2 5.09 1 2 6 9 -4  5.10 2 2 9 10 3 5.11 2 2 2 1 5  5.12 2 4 5 2 17 5.13 2 4 8 3 11  5.14 2 6 1 4 5 5.15 2 6 4 5 5  5.16 2 8 7 6 31 5.17 2 8 0 7 3  5.18 2 2 3 8 11 5.19 2 2 6 9 3  5.20 2 2 9 10 19 5.21 3 2 2 1 4  5.22 3 4 5 2 6 5.23 3 4 8 3 10  5.24 3 6 1 4 9 5.25 3 6 4 5 14  5.26 3 8 7 6 15 5.27 3 8 0 7 4  5.28 3 2 3 8 12 5.29 3 2 6 9 4  5.30 3 2 9 10 5  Задание 6. Найти общее или частное (если указано начальное усло-вие) решение следующих дифференциальных уравнений первого по-рядка: 
6.01 а)    2 2 0x yx e dx y e dy    ; б)  21 , 0 2.cosy ytgx yx     
6.02 а) 2 4xyy y   ; б)  32 7, 1 .6yy x yx     
6.03 а)    1 0, 2 5xdy y dx y    ; б) 2ln 1.yy xx     
6.04 а)  2 ln , 1y y x y e   ; б)  22 1 .1 xyy e xx     6.05 а) 4;y tgx y    б)  2 , 1 1xy y x y    . 
6.06 а)  2 24 5 0;yx y dy y dx     б)  32 3, 1 2yy x yx    . 
6.07 а) 221 1 0;1
xyy y
    б)  2 2 1, 1 5x y xy y    . 
6.08 а)  2 2 1;x x y y    б)  33 , 1 3xy y x x y     . 











6.10 а)  3 ;x xe yy e   б)  23 3 4 , 1 3xy y x x y      . 
6.11 а) 1;yy x   б)  22 2 3 , 1 3xy y x x y      . 6.12 а) 2 21 1 0;x y dx y x dy     б)  32 , 1 4xy y x x y     . 
6.13 а)  2sin4 4 0;yxdx y e dy    б)  24 2 3, 1 5yy x x yx       . 
6.14 а) 2cos ln , ;4y x y y y e       б) 3 22xy y x x    . 
6.15 а) 2 9;xyy y    б)  24 2 3, 1 4yy x x yx       . 
6.16 а)    1 2 0;x dy y dx     б)    22 61 , 01 5yy x yx     . 
6.17 а)  3 23 sin2 0;xe x dx ydy    б)  24 2 3, 1 2yy x x yx      . 
6.18 а)  4 ;x xe yy e   б)  4 8 2, 1 0,1xy y x y     . 
6.19 а) 1;3yy x     б)  23 2 5, 1 3yy x x yx       . 
6.20 а) 2 24 9 0;x y dx y x dy     б)  3 5 4, 1 6xy y x y     . 
6.21 а)  2 4 sin3 0;xx e dx ydy    б)    232 2 , 0 42 xyy e x yx     .
6.22 а) 2 16;xyy y    б)  3 23 2 5, 1 5yy x x yx      . 
6.23 а)    3 0, 0 13;xdy y dx y     б) 23 4 5y xy x x   . 
6.24 а)  2 26 4 0;x y y dy y dx     б)  2 2 1, 1 5x y xy y    . 
6.25 а) 2 21 1 0;yy x y      б)  23 4 2 1, 1 6yy x x yx      . 
6.26 а)    3 4, 2 14;x y y y     б) 2 23 22 x xxy y x    . 
6.27 а) 2 24 1 0;x y dx y x dy     б)  24 2 3, 1 5yy x x yx       . 
6.28 а) 2cos ln , ;4y x y y y e       б) 
2
4
4 3 1y x xy x x
    . 
6.29 а)    1 6 ;x dy y dx    б)    23 31 , 21 2yy x yx     . 










Задание 7. а) Решить задачу Коши; б) Найти общее решение диффе-ренциального уравнения 7.01 а) 2 5 0y y y    , (0) 5y  , (0) 7y   ; б) 4 21 0y y y    . 
7.02 а) 2 0y y y    , (0) 3y  , (0) 3y   ; б) 10 25 0y y y    . 
7.03 а) 5 6 0y y y    , (0) 1y  , (0) 4y    ; б) 6 10 0y y y    . 
7.04 а) 4 5 0y y y    , (0) 4y   , (0) 2y   ; б) 4 8 0y y y    . 
7.05 а) 4 4 0y y y    , (0) 1y  , (0) 1y    ; б) 6 0y y   . 
7.06 а) 3 2 0y y y    , (0) 2y  , (0) 1y   ; б) 4 12 9 0y y y    . 
7.07 а) 9 0y y   , (0) 1y   , (0) 3y   ; б) 7 12 0y y y    . 
7.08 а) 2 8 0y y y    , (0) 2y   , (0) 2y    ; б) 3 0y y   . 
7.09 а) 2 17 0y y y    , (0) 1y   , (0) 5y   ; б) 6 7 0y y y    . 
7.10 а) 5 6 0y y y    , (0) 1y  , (0) 4y   ; б) 4 13 0y y y    . 
7.11 а) 7 10 0y y y    , (0) 1y   , (0) 2y   ; б) 9 0y y   . 
7.12 а) 6 10 0y y y    , (0) 0y  , (0) 1y   ; б) 7 6 0y y y    . 
7.13 а) 2 0y y y    , (0) 1y  , (0) 4y   ; б) 0y y   . 
7.14 а) 7 6 0y y y    , (0) 3y   , (0) 2y   ; б) 6 25 0y y y    . 
7.15 а) 3 0y y   , (0) 2y  , (0) 3y   ; б) 4 20 0y y y    . 
7.16 а) 10 25 0y y y    , (0) 1y  , (0) 1y    ; б) 2 0y y   . 
7.17 а) 2 3 0y y y    , (0) 2y  , (0) 0y   ; б) 4 4 0y y y    . 
7.18 а) 4 0y y   , (0) 1y   , (0) 2y   ; б) 2 15 0y y y    . 
7.19 а) 8 25 0y y y    , (0) 0y  , (0) 4y   ; б) 11 10 0y y y    . 
7.20 а) 7 8 0y y y    , (0) 3y  , (0) 3y   ; б) 5 0y y   . 
7.21 а) 8 25 0y y y    , (0) 1y   , (0) 0y   ; б) 7 8 0y y y    . 
7.22 а) 10 16 0y y y    , (0) 0y  , (0) 5y   ; б) 2 26 0y y y    . 
7.23 а) 7 6 0y y y    , (0) 2y   , (0) 3y   ; б) 2 10 0y y y    . 
7.24 а) 2 10 0y y y    , (0) 1y  , (0) 4y   ; б) 9 20 0y y y    . 
7.25 а) 6 0y y y    , (0) 1y   , (0) 1y   ; б) 16 0y y   . 
7.26 а) 10 9 0y y y    , (0) 4y   , (0) 4y   ; б) 2 17 0y y y    . 
7.27 а) 10 29 0y y y    , (0) 2y  , (0) 0y   ; б) 4 0y y   . 
7.28 а) 2 3 0y y y    , (0) 0y  , (0) 1y    ; б) 2 5 0y y y    . 
7.29 а) 0y y   , (0) 1y  , (0) 2y    ; б) 11 12 0y y y    . 










Задание 8. Найти общее решение дифференциального уравнения. 8.01 24 12 2y y y x x      .  8.16 23 2 8 1y y y x x      . 
8.02 26 9 2 4y y y x x      .  8.17 24 4 4 7 2y y y x x       . 
8.03 24 3 6y y x x      .  8.18 23 2 6 3y y y x x      . 
8.04 22 5 4 8y y y x x      .  8.19 22 37 3 5 4y y y x x      . 
8.05 25 6 5 10y y y x x      .  8.20 236 4 5y y x x     . 
8.06 24 13 2 6 12y y y x x       .  8.21 22 2 3 6y y y x x      . 
8.07 24 7 14y y x x     .  8.22 23 2 2 7y y y x x      . 
8.08 22 8 16y y y x x      .  8.23 212 36 4 8y y y x x      . 
8.09 26 9 9 18y y y x x       .  8.24 28 12 6y y y x x      . 
8.10 22 3 10 9y y y x x      .  8.25 24 5 3 2 5y y y x x       . 
8.11 22 8 11 8y y y x x      .  8.26 26 13 3 2y y y x x      . 
8.12 25 4 12 7y y y x x       .  8.27 26 9 12 6y y y x x       . 
8.13 26 13 6y y y x x      .  8.28 28 25 5 8y y y x x      . 
8.14 24 3 14 5y y y x x      .  8.29 26 9 1y y y x x       . 
8.15 22 10 2 15 4y y y x x       .  8.30 29 20 10 6y y y x x      .  Задание 9. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений. 
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 Задание 10. Температура (в градусах Цельсия) извлеченного из печи тела в течение 20 минут падает от 1T  до 2T . Температура воздуха равна 
3T . Через какое время с момента начала охлаждения температура тела снизится до 4T ? Замечание. По закону Ньютона скорость охлаждения тела в воздухе пропорциональна разности между температурой 0T  тела и температурой воздуха 3T . 
 Первоначальная температура тела 
1T , C  
Температура тела 2T , C  
Температура воздуха 3T , C  
Требуемая тем-пература тела 










 Первоначальная температура тела 
1T , C  
Температура тела 2T , C  
Температура воздуха 3T , C  
Требуемая тем-пература тела 
4T , C  10.24 140 80 30 40 10.25 130 90 35 40 10.26 120 70 25 35 10.27 150 100 20 35 10.28 170 110 30 45 10.29 180 120 30 40 10.30 160 100 15 45   Решение типового варианта контрольной работы Задание 1. Задана функция 2 2 2 4z x xy y x y      . Требуется:  а) найти частные производные первого и второго порядка функции z ; б) найти градиент функции z  в точке 0 (1; 2)M  ; в) вычислить производную функции z  в точке 0M  в направлении век-тора (3; 4)a  ; г) исследовать на экстремум функцию z . Решение а) Найдем частные производные первого и второго порядков функ-ции 2 2 2 4z x xy y x y      :  2 2 2 4 2 1x xz x xy y x y x y          ;  2 2 2 4 2 2y yz x xy y x y x y           ;  2 1 2x x xz x y      ;  2 1 1x y yz x y       ;  2 2 1y x xz x y        ;  2 2 2y y yz x y       . б) Вычислим значения частных производных первого порядка в точ-ке 0 (1; 2)M  :  0 (1; 2)(2 1) 2 1 2 1 1xz M x y          ;  0 (1; 2)( 2 2) 1 2 2 2 1yz M x y           . Градиент функции ( ; )z f x y  в точке 0M  есть вектор 










Подставляя полученные значения, получаем 
0( ) 1 1 ( 1; 1)grad z M i j        . в) Производная функции ( ; )z f x y  в точке 0M  в направлении векто-ра a  равна:    0 0 0( ) cos cosx yz M z M z Ma         . Найдем направляющие косинусы вектора a : 
2 2 2 2
3 4 3 4 3 4(cos ; cos ) ; ; ; ;5 525 253 4 3 4
yx aaa a 
                          . Тогда 
0( ) 3 4 11 1 0,25 5 5z Ma         . г) Исследуем на экстремум функцию 2 2 2 4z x xy y x y      . 
Найдем критические точки из системы 0;0.xy
z
z
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Такая точка только одна – 4 5;3 3A    . Найдем значения вторых частных производных функции z  в этой точ-ке:   2x xz A  ;      1x yz A   ;      1y xz A   ;      2y yz A  . Составим определитель         2 1 2 2 ( 1) ( 1) 31 2x x x yy x y y
z A z A
z A z A
             . 
Так как этот определитель больше нуля, то в точке 4 5;3 3A     суще-
ствует экстремум. Так как    2 0x xz A , то 4 5;3 3A      точка минимума. Значение функции в точке экстремума равно: 
                           
2 2
min 4 5 4 4 5 5 4 5 5; 2 43 3 3 3 3 3 3 3 3z z A z . 










Задание 2. При изучении функциональной зависимости  y f x  про-изведен ряд измерений величины Х и получены соответствующие зна-чения величины У. Результаты измерений занесены в таблицу: 
X 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 У 8,822 10,064 16,209 19,992 20,471 26,387 30,432 35,989 







i i i ii i i
n n
i ii i
b x a x x y
b n a x y
  
 
        
  
   
Формула y ax b   с параметрами a и b, определенными из системы, называется уравнением регрессии. Прямая линия, описываемая этим уравнением, называется линией регрессии. Для нахождения коэффициентов проведем необходимые дополни-тельные вычисления и запишем их в таблицу. i  ix  iy  2ix  i ix y  1 2 8,822 4 17,64 2 2,5 10,064 6,25 25,16 3 3 16,209 9 48,63 4 3,5 19,992 12,25 69,97 5 4 20,471 16 81,88 6 4,5 26,387 20,25 118,7 7 5 30,432 25 152,2 8 5,5 35,989 30,25 197,94 Сумма 30 168,4 123 712,1 
Таким образом, 8n  , 8
1
30ii x  , 81 168,4ii y  , 8 21 123ii x  , 8
1














Решим данную систему линейных уравнений методом Крамера: 30 123 30 30 8 123 900 984 848 30          , 
30 712,1 30 168,4 712,1 8 5051 5697 6468 168,4a          , 
712,1 123 712,1 30 168,4 123 21364 20709 654,8168,4 30b         . 
Тогда 646 7,69184aa      , 654,8 7,79684bb      . Таким образом, зависимость между значениями величин У и Х выра-жается линейной функцией 7,691 7,796y x  . Построим график этой зависимости: 
Чтобы найти  6,25y , подставим значение 6,25x   в полученную формулу: (6,25) 7,691 6,25 7,796 40,273y     . Ответ. 7,691 7,796y x  ; (6,25) 40,273y  .  Задание 3. Найти неопределенные интегралы (результаты проверить дифференцированием). 
а) 25 332 3 4x x x dxx x
  ; б) 2sin2sin 2x dxx  ; в) arctgx x dx . Решение 
а) 25 332 3 4x x x dxx x
  . Так как 1n nx x , то можно свести данный ин-
теграл к табличным интегралам 11xx dx C
 
   ( 1   ) и lndx x Cx   . 
2 2,5 3 4 4,5 
7,691 7,796y x   
y  
















Преобразуем подынтегральную функцию и найдем интеграл. 1 1 1 12 2 25 3 5 3 5 3
1 4 4 43 1 3 3 3 3
2 3 4 2 3 4 2 3 4x x x x x x x x xdx dx dxx x x x x x x
                 
1 4 4 1 4 17 22 15 3 3 3 3 15 32 3 4 2 3 4x x x dx x x x dx                        17 21 117 2 15 315 32 3 4 2 3 4ln17 21 115 3dx x xx dx x dx x Cx
                
2 5 3 515 3 15 2
9 15 915 4ln 4ln5 5x x x C x x Cx
           (C const ). 
Проверка. Продифференцируем получившееся выражение: 
2 53 5 15 315 2
15 9 94ln 15 4ln5 5x x C x x x Cx
                      
                   
2 5 17 2 25 31 115 3 15 3 3
2 9 5 1 4 2 3 415 4 2 315 5 3 x x xx x x xx x x x . 
б) Так как  2sin 2sin cos sin2x x x x    , то получим      2 2 2 22 2 2 2sin sin sin 2sin2 ln sin 2sin 2 sin 2 sin 2 sin 2x dx d x d xx dx x Cx x x x             . 
Проверка.  2 2 21 sin2ln sin 2 2sin cossin 2 sin 2xx C x xx x      . в) К данному интегралу применим метод интегрирования по частям 
  2
2
arctg , arctg 1arctg 1, 2
dxu x du x dx xx x dx dv x dx v x dx x
     










Проверка.  21 11 arctg2 2x x x C          2 21 1 1 12 12 2 21x arctgx x x        1 12 2x arctgx x arctgx   .   
Ответ. а) 25 3 3 53 15 22 3 4 15 9 4ln5x x x dx x x Cx x x
       ; 
б) 22sin2 ln sin 2sin 2
x dx x Cx    ;  
в)  21 1arctg 1 arctg2 2x x dx x x x C     .   












55 4 , ,2 3 4 25 4 5 4 1 3, 5 4 1 1н в
t tdtt x x dxx dxx t t
                       
 2 11 1 32
33 3
52 3 1 14 12 4 4 3
t tdt tt dt tt
                   
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Задание 5. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной лини-ями 2 2 2y x x    и 4y x  . Выполнить рисунок. Решение Найдем точки пересечения параболы 2 2 2y x x    и прямой 4y x  . 




y x   
   2 2 2 4x x x     2 6 0x x   1 3x , 2 2x    
1 1y  ,    2 6y  .         Используя найденные точки ( 3;1)  и (2; 6) , построим фигуру, ограни-ченную линиями: 2 2 2y x x    – парабола с вершиной в точке  1; 3   и 4y x   – пря-мая. Воспользуемся формулой вычисления площади плоской фигуры  
 2 1( ) ( )bф
a
S f x f x dx  , 
где 2( )y f x  – уравнение верхней, а 1( )y f x  – нижней границы области. В нашем случае 2( ) 4f x x  , 21( ) 2 2f x x x   . Тогда 
      2 22 2
3 3
4 2 2 6фS x x x dx x x dx
 
            
23 2
3
63 2x x x 
      
8 9 52 12 9 18 203 2 6                  (кв. ед.). 
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Задание 6. Найти общее или частное решение дифференциальных уравнений. а) Пример 1. Проинтегрировать дифференциальное уравнение 2sin lny x y y   .  Решение 2sin lny x y y    – уравнение с разделяющимися переменными. Пре-образуем уравнение следующим образом: 
2 2 2sin ln sin ln sin lndyy x y y x y y xdy y ydxdx        . Разделим переменные и проинтегрируем обе части равенства  
2 2
ln
ln ln lnsin sin
d ydx dy dx dy ctgx Cy y y y yx x           ln lnctgx C y     – общий интеграл исходного дифференциального 
уравнения, где C const . Ответ. ln lnctgx C y   . 
 Пример 2. Найти частное решение дифференциального уравнения    2 1 4 0x dy y dx    , удовлетворяющее условию  4 11y  .  Решение    2 1 4 0x dy y dx     – уравнение с разделяющимися переменны-ми.    2 1 4 4 2 1 4 2 1dy dx dy dxx dy y dx y x y x                4 2 11 1ln 4 ln 2 1 ln4 2 2 1 2d y d x y x Cy x            ln 4 ln 2 1 4 2 1y C x y C x            
2 1 4y C x      – общее решение дифференциального уравнения, C const . Найдем частное решение уравнения. Для этого определим значение постоянной С так, чтобы выполнялось начальное условие  4 11y  . 
11 2 4 1 4 3 15 5С С С        . Получаем частное решение 










б) Найти частное решение дифференциального уравнения 3 2 4yy xx x    , удовлетворяющее начальному условию  1 4y  .  Решение 3 2 4yy xx x     – линейное дифференциальное уравнение первого порядка. Найдем общее решение исходного уравнения с помощью за-мены y u v  , где    ,u u x v v x  . Тогда y u v v u    . Подставим вы-ражения для у и y   в уравнение. 3 2 3 24 4u v v u uv x u v u v v xx x x x               . 





      
. 
Каждое уравнение системы – уравнение с разделяющимися перемен-ными. Решим первое уравнение системы. 
3
3 3 3 10 ln 3lndv v dv dxv v v x vx dx x v x x              . Найденную функцию  v x  подставим во второе уравнение системы и 
найдем функцию  u x .  2 4 2 432 24 4 2 4 2 4uu v x x u x x u x x dxx xx             3 52 43 5x xu C    . Общее решение дифференциального уравнения имеет вид 3 5 2
3 3
2 4 1 2 43 5 3 5x x x Cy u v y C yx x
              , C const . Определим константу С из начального условия  1 4y  . 2 4 2 624 43 5 15 15C C C        . 
Искомое частное решение имеет вид 2 32 4 623 5 15
xy x   . 
Ответ. 2 32 4 623 5 15










Задание 7. а) Решить задачу Коши 3 4 0y y y    ,  0 4y  ,  0 1y    .  Решение 3 4 0y y y     – линейное однородное дифференциальное уравне-ние второго порядка с постоянными коэффициентами. Составим характеристическое уравнение: 2 3 4 0k k   . Корнями характеристического уравнения являются числа 
1 4k    и 2 1k  . Так как корни характеристического уравнения – действительные не совпадающие числа, то общее решение дифференциального уравнения имеет вид    1 2 41 2 1 2k x k x x xy x C e C e y x C e C e       , 1C , 2C  . 
Неизвестные константы 1C  и 2C  найдем из условий   0 4,0 1.yy      Найдем y  : 
   4 41 2 1 24x x x xy x C e C e C e C e       . 
Тогда, подставляя начальные условия в  y x  и  y x , получим 
4 0 01 2
4 0 01 2
4,
4 1,
C e C e
C e C e
 
 







      Решая систему, найдем, что 1 1C   и 2 3C  . Значит, решение задачи Коши имеет вид:   4 3x xy x e e   
 Ответ.   4 3x xy x e e  .  б) Пример 1. Найти общее решение дифференциального уравнения 10 25 0y y y    .  Решение 10 25 0y y y     – линейное однородное дифференциальное урав-нение второго порядка с постоянными коэффициентами. Составим характеристическое уравнение: 2 10 25 0k k   . Корнями характеристического уравнения являются числа 










Так как корни характеристического уравнения – действительные сов-падающие числа, то общее решение дифференциального уравнения имеет вид         51 2 1 2k x xy x C x C e y x C x C e      , 1C , 2C  . 
Ответ.     51 2 xy x C x C e  , 1C , 2C  .  Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравнения 4 5 0y y y    . 
Решение 4 5 0y y y     – линейное однородное дифференциальное уравне-ние второго порядка с постоянными коэффициентами. Составим характеристическое уравнение: 2 4 5 0k k   . Корнями характеристического уравнения являются числа 
2
1,2 4 4 4 4 2 22 2 2D i ik i i          , где 2 24 4 5 4 4D i       , так как 2 1i   . Откуда имеем 2   и 1  . Так как корни характеристического уравнения – пара комплексно со-пряженных чисел, то общее решение дифференциального уравнения имеет вид           21 2 1 2cos sin cos sinx xy x e C x C x y x e C x C x       , 
1C , 2C  . Ответ.    2 1 2cos sinxy x e C x C x  , 1C , 2C  .  Задание 8. Найти общее решение дифференциального уравнения. Пример 1. 24 5 10 4 3y y y x x      . 
Решение 24 5 10 4 3y y y x x       – линейное неоднородное дифференци-альное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами и специальной правой частью. Общее решение исходного дифференциального уравнения будем ис-кать в виде суммы двух функций      *y x y x y x  , 
где  y x  – общее решение соответствующего однородного дифферен-










Общим решением однородного дифференциального уравнения  4 5 0y y y     
является функция    2 1 2cos sinxy x e C x C x  , 1C , 2C   (см. реше-ние задания 7). Найдем  *y x .  Правая часть исходного дифференциального уравнения   210 4 3f x x x    – многочлен второй степени. Поэтому, частное ре-
шение будем искать в виде    * 2sy x x Ax Bx C   , где параметр s ра-
вен количеству совпадений числа 0 с корнями характеристического уравнения. Так как среди корней нет числа 0, то 0s  . Тогда  * 2y x Ax Bx C   . Вычислим неизвестные коэффициенты A , B  и C  по методу неопре-
деленных коэффициентов. Для этого найдем  *y   и  *y  . 
 *y   2 2Ax Bx C Ax B     , 
 *y   2 2Ax B A   . 
Так как  *y x  – это решение дифференциального уравнения  
24 5 10 4 3y y y x x      , 
то, подставляя в уравнение вместо *y ,  *y   и  *y   найденные выраже-ния, получим    2 22 4 2 5 10 4 3A Ax B Ax Bx C x x        . 
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Тогда общее решение исходного дифференциального уравнения имеет вид    2 21 2cos sin 2 4 3xy x e C x C x x x     , 1C , 2C  . 
Ответ.    2 21 2cos sin 2 4 3xy x e C x C x x x     , 1C , 2C  .  Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравнения 24 12 14 6y y x x      .  Решение 24 12 14 6y y x x       – линейное неоднородное дифференциаль-ное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами и спе-циальной правой частью. Общее решение исходного дифференциального уравнения будем ис-кать в виде суммы двух функций      *y x y x y x  , 
где  y x  – общее решение соответствующего однородного дифферен-
циального уравнения 4 0y y   ,  *y x  – любое частное решение неод-
нородного дифференциального уравнения 24 12 14 6y y x x      . Найдем общее решение однородного дифференциального уравнения  4 0y y   . Составим характеристическое уравнение, соответствующее диффе-ренциальному уравнению 2 4 0k k  . Корнями характеристического уравнения являются числа 
1 0k   и 2 4k  . Так как корни характеристического уравнения – действительные не совпадающие числа, то общее решение дифференциального уравнения имеет вид    0 4 41 2 1 2 ,x x xy x C e C e y x C C e       1C , 2C  . Найдем  *y x .  Правая часть исходного дифференциального уравнения   212 14 6f x x x     – многочлен второй степени. Поэтому, частное 
решение будем искать в виде    * 2sy x x Ax Bx C   , где параметр s 










Вычислим неизвестные коэффициенты A , B  и C  по методу неопре-
деленных коэффициентов. Для этого найдем  *y   и  *y   
 *y   3 2 23 2Ax Bx Cx Ax Bx C      , 
 *y   23 2 6 2Ax Bx C Ax B     . 
Так как  *y x  – это решение дифференциального уравнения  
24 12 14 6y y x x      , 
то, подставляя в уравнение вместо *y ,  *y   и  *y   найденные выраже-ния, получим  2 26 2 4 3 2 12 14 6Ax B Ax Bx C x x        . 
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Задание 10. Температура (в градусах Цельсия) извлеченного из печи тела в течение 20 минут падает от 1 100T C   до 2 60T C  . Температура воздуха равна 3 20T C  . Через какое время с момента начала охла-ждения температура тела снизится до 4 30T C  ?   Решение По закону теплопроводности скорость охлаждения какого-либо тела пропорциональна разности температур тела и окружающей среды. С изменением разности температур при охлаждении меняется и ско-рость охлаждения тела. Таким образом, этот процесс неравномерный. Если  T t  – функция, описывающая изменение температуры тела в за-висимости от времени t, то скорость охлаждения тела равна производ-ной этой функции по времени. Так как эта скорость пропорциональна разности температур, то получаем дифференциальное уравнение  0( ) ( )dT t k T t Tdt     , которое описывает процесс охлаждения (T0 – температура окружающей среды, k – коэффициент пропорциональности).  0( ) ( )dT t k T t Tdt      – дифференциальное уравнение первого поряд-ка с разделяющимися переменными.  В данном уравнении температура окружающей среды (температура воздуха) равна 3 20T C  . Тогда уравнение будет иметь вид  ( ) ( ) 20dT t k T tdt     . Разделим переменные и проинтегрируем: ( )( ) 20dT t k dtT t       ln ( ) 20 lnT t kt C      ln( ) 20 kt CT t e     
( ) 20ktT t Ce    – общее решение уравнения. Найдем значение постоянной C. В начальный момент времени 0t   – 
1 100T C  . Поэтому, 0100 20kCe     100 20C     80C  . Тогда частное решение уравнения имеет вид ( ) 80 20ktT t e  . Найдем коэффициент пропорциональности k. Учитывая, что через время 20t   минут температура тела падает от 1 100T C   до 2 60T C  , получим: 










Подставляя найденный коэффициент k в уравнение ( ) 80 20ktT t e  , получим функцию изменения температуры тела: ln220( ) 80 20tT t e     ln2 20( ) 80 20tT t e     
20( ) 80 2 20tT t     . Найдем время t с момента начала охлаждения, когда температура те-ла снизится до 4 30T C  : 
( ) 30T t    2080 2 20 30t     20 12 8
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